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 نظرية العزوم الثلاث )معادلة كلابيرون( 
Theorem of Three Moments 

 عبدالله مرعي  كتوردمهندس الرأي, ال
 

 :الملخص
لاستخدام   مبسطاً  شرحاً  المقالة  هذه  في  الثلاث سنعرض  العزوم  الداخلية   طريقة  القوى  حساب  في 

وقوى قاصة( الناتجة عن تحميل الجوائز المستمرة بمختلف حالات, وذلك لكثرة وردود افعال  )عزوم  
وجود مثل هذه الجوائز في مختلف المنشآت الهندسية ولبساطة استخدام هذه الطريقة في ايجاد القوى 

 . باستخدام الآلة الحاسبة فقطالداخلية  
 

  نظرية العزوم الثلاث, معادلة كلابيرون, الجوائز المستمرة, طريقة القوى.الكلمات المفتاحية:  
 
 مقدمة . 1

 طريقة العمل الوهمي  حالة خاصة من   (Clapeyron  معادلة كلابيرون )  قة العزوم الثلاثيتعتبر طر 
وتستخدم بشكل خاص لحساب    , وتحليل المنشآت غير المقررة   حسابالمستخدمة في    (طريقة القوى)

 . لهاالقوى القاصة  و ورسم مخططات العزوم وتحليل الجوائز المستمرة 
 عرف الجائز المستمر بأنه جائز يستند على أكثر من مسندين بشرط أن لا يقطع مادته أي مفصل.ي  و 

 
 (: جائز مستمر 1الشكل )

 التالية : لإيجاد قيم عزوم المساند في هذه الجوائز نتبع الخطوات  
 إيجاد درجة عدم التقرير للجائز.   -1
 . تقرير الجائز ضمن شروط  -2
 المقرر مع الجائز الفعلي.  إيجاد معادلات تضبط سلوكية الجائز   -3
التي تعبر عن القوى الداخلية   حل معادلات ضبط سلوكية الجائز المقرر للحصول على المجاهيل  -4

 . في الجائز المستمر
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 طريقة العزوم الثلاثة: . 2
 حساب درجة عدم التقرير للجائز: 1.2

 ( ولشروط استناده وذلك كما يلي: nتختلف درجة عدم التقرير للجائز المستمر وفقاً لعدد فتحاته )
 .(2الشكل )  (n-1عدم التقرير تساوي )درجة    استناد بسيط من الطرفين:   -

 
 (: استناد بسيط من الطرفين 2الشكل )

 .(3الشكل )  (nعدم التقرير تساوي )درجة    :من الطرف الآخر  ووثاقة من طرف    بسيط استناد  -

 
 (: استناد بسيط من طرف ووثاقة من الطرف الآخر 3الشكل )

 .(4الشكل )   (n+1عدم التقرير تساوي )درجة    وثاقة من الطرفين:  -

 
 (: وثاقة من الطرفين 4الشكل )

 
 تقرير الجائز:  2.2

إما   الجائز  تقرير  أفعالهايمكن  بردود  عنها  والتعويض  المساند  ردود   بحذف  هي  المجاهيل  )فتكون 
تكون المجاهيل هي و )  المساند  عند   , أو بإدخال مفاصل (a-5) كما في الشكل    الأفعال في المساند(

 .(b-5)الشكل    المساند نتيجة ادخال المفاصل(قيم العزوم المحررة في  

 
 (: تقرير الجائز بحذف المساند a-5الشكل )

 
 (: تقرير الجائز بوضع مفاصل في نقاط الاستناد b-5الشكل )

 أثناء تقرير الجائز يجب أخذ الملاحظات التالية بعين الاعتبار: 
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فهذا يعني أن   Aإذا كان أحد المساند الطرفية في الجائز عبارة عن وثاقة و ليكن المسند    :1  ملاحظة 
ل الوثاقة بفتحة واقعة على مث  ت  بحكم الوثاقة وذلك لوجود عزم فيه, وهنا  Aالجائز مستمر عند المسند 

L0 يسار المسند طولها  = Iوعزم عطالة مقطعها لا متناهي أي    0 =  .(a-6كما في الشكل )   ∞

 
 (a-6الشكل )

حمل الجائز عند مسنده الأخير  يحذف الظفر و ي  وإذا كانت نهاية الجائز عبارة عن ظفر ف :2ملاحظة 
 (b-6مع مراعاة اشارة العزم الشكل )  العزم الناتج عن تحميل الظفر   ي ساو بعزم ي

 
 (b-6الشكل )

يعتبر العزم موجب إذا أحدث اجهادات شد في الألياف السفلية للجائز وسالب بالعكس   :3ملاحظة  
   التي سترد لاحقاً.  Bو    Aهذه الاشارة بعين الاعتبار عند حساب مساحة مخطط العزم وقيم    وتؤخذ 

 
 الثلاث: العزوم لنظريةالمعادلات الأساسية   2.2
عدم التقرير له فإن درجة    n استناداً بسيطاً من طرفيه وعدد فتحاته    اً مستند  اً مستمراً لدينا جائز   ليكن

( الجائز    .(n-1تساوي  نقاط الاستناد  بإدخال مفاصلبتقرير  الشكل    عند  لدينا   ,(7)كما في  يكون 
(n-1)   نحتاج لإيجاد هذه المجاهيل  و (  الاستناد  الجائز عند نقاط   مجهول )المجاهيل هنا هي عزوم

  معادلة.  (n-1)إلى  

 
 تقرير الجائز بوضع مفاصل في نقاط الاستناد(:  7الشكل )

الاإ الجائز ن  الفعلي   , معدومة  الفعلي   نتقالات في مساند  الجائز  المقرر مع  الجائز  ولضبط سلوكية 
أيضاً معدومة, وبالتاليجب أن   المقرر  الجائز  الانتقالات في مساند  يمكننا كتابة معادلات    يتكون 

θ𝑖 الحل بالشكل  = في الجائز المقرر   iتعبر عن قيمة الدوران النسبي الكلي عند المسند   θ𝑖  , حيث0
 . تحت تأثير كافة الأحمال الداخلية والخارجية
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 منه بحيث تكون نفسها قبل وبعد التقرير  iلضبط سلوكية المسند  و مسند    nجائز يستند على  ال فإذا كان  
θ𝑖 من الشكل وفقاً لطريقة العمل الوهمي    النسبي  الدورانتكون معادلة  يجب أن   =  :وبالتالي يكون   0

𝛅𝒊𝟏 ∗ 𝑿𝟏 + 𝛅𝒊𝟐 ∗ 𝑿𝟐 + ⋯ + 𝛅𝒊(𝒊−𝟏) ∗ 𝑿(𝒊−𝟏) + 𝛅𝒊𝒊 ∗ 𝑿𝒊 + 𝛅𝒊(𝒊+𝟏) ∗ 𝑿(𝒊+𝟏) +

⋯ + 𝛅𝒊𝒏𝑿𝒏 + 𝛉𝒊𝒑 = 𝟎                                                                 (1) 
 X1 من   تأثير جميع المجاهيل  الناتج عن   iالمسند    فوق   الدوران النسبي الكلي وتعني هذه المعادلة بأن  

 :حيث مساوٍ للصفر   الجائز( إضافة إلى الحمل الخارجي   مساند عند  هي قيم العزوم    )والتي   Xn حتى 
    -  𝛅𝐢(𝐢−𝟏):  المسند    فوق   الدورانi  تحت تأثير العزم الواحدي X(i−1) = المسند المطبق في      1

(i − 1). 
𝛅𝐢(𝐢−𝟏)𝐗(𝐢−𝟏) -    : المسند  فوق الحقيقي الدوران تمثلi  تأثير العزم الحقيقي  الناتج عنX(i−1)   

i)المطبق في المسند  − 1). 
 𝛉𝐢𝐩-    :المسند    فوق   النسبي   الدورانi  الحمولات الخارجية على الفتحة  تأثير    الناتج عنLi. 
 

 :من العلاقة التالية  الناتجة عن القوى الداخلية()  δمثال الأحسب  ت  ووفق طريقة القوى  
𝛅𝐢(𝐢−𝟏) = ∫ 𝐌𝐢.

𝐌(𝐢−𝟏)

𝐄.𝐈𝐢−𝟏
.

𝐬
𝐝𝐱                                                                                                             (2) 

 :من العلاقة التالية  )الناتجة عن القوى الخارجية(  𝛉𝐢𝐩و الأمثال  
𝛉𝐢𝐩 = ∫ 𝐌𝐢.

𝐌𝐩

𝐄.𝐈
.

𝐬
𝐝𝐱                                                                                                                           (3) 

 .iفي المسند    1i X =: مخطط العزم الواحدي الناتج عن تطبيق عزم   𝑀𝑖 حيث :
𝑀(𝑖−1)           11=: مخطط العزم الواحدي الناتج عن تطبيق عزم واحدي -iX  ( 1في المسند-i). 

          pM   الفتحة  الحمولات الخارجية باعتبار  : مخطط العزم الناتج عنiL  .ًتستند استناداً بسيطا 
 

وذلك  iL و  i+1L للفتحتين المقررة  رسم مخططات العزوم الواحدية في الجملةيتم  𝛅𝒊𝒏مثال  الأب  الحس
 :يكون (  2المعادلة )   وبتطبيق  , (8)  الشكل  هو مبين في   كماجائز بسيط  ك   تعمل باعتبار كل فتحة

 
δ𝑖(𝑖−1) = ∫ 𝑀𝑖 .

𝑀(𝑖−1)

𝐸.𝐼𝑖−1
.

𝑠
𝑑𝑥 =

1

6
∗ 1 ∗ 1 ∗

𝑙𝑖

𝐸𝐼𝑖
=

1

6
∗

𝑙𝑖

𝐸𝐼𝑖
                                                     

δ𝑖𝑖 = ∫ 𝑀𝑖 . 𝑀𝑖
𝐸.𝐼𝑖

.
𝑠

𝑑𝑥 =
1

3
∗ 1 ∗ 1 ∗

𝑙𝑖

𝐸𝐼𝑖
+

1

3
∗ 1 ∗ 1 ∗

𝑙𝑖+1

𝐸𝐼𝑖+1
=

1

3
∗ (

𝑙𝑖

𝐸𝐼𝑖
+

𝑙𝑖+1

𝐸𝐼𝑖+1
)      

δ𝑖(𝑖+1) = ∫ 𝑀𝑖 .
𝑀(𝑖+1)

𝐸.𝐼𝑖+1
.

𝑠
𝑑𝑥 =

1

6
∗ 1 ∗ 1 ∗

𝑙𝑖+1

𝐸𝐼𝑖+1
=

1

6
∗

𝑙𝑖+1

𝐸𝐼𝑖+1
                                         



 Syrian Arab Republicالعربية السورية                                                         الجمهورية

 Al-wataniya Private Universityحماة                                          –الجامعة الوطنية الخاصة 

5 

 

 
 المقررة   في الجملة  i+1حتى  i-2مخططات العزوم الواحدية للمساند من  (:  8الشكل )

 :نحصل على  (1)  ض في المعادلة الأساسية يعو وبالت
1

6
∗

𝑙𝑖

𝐸𝐼𝑖
∗ 𝑋𝑖−1 +

1

3
∗ (

𝑙𝑖

𝐸𝐼𝑖
+

𝑙𝑖+1

𝐸𝐼𝑖+1
) ∗ 𝑋𝑖 +

1

6
∗

𝑙𝑖+1

𝐸𝐼𝑖+1
∗ 𝑋𝑖+1 + θip = 0 ⇒ 

𝒍𝒊

𝑬𝑰𝒊
∗ 𝑿𝒊−𝟏 + 𝟐 ∗ (

𝒍𝒊

𝑬𝑰𝒊
+

𝒍𝒊+𝟏

𝑬𝑰𝒊+𝟏
) ∗ 𝑿𝒊 +

𝒍𝒊+𝟏

𝑬𝑰𝒊+𝟏
∗ 𝑿𝒊+𝟏 = −𝟔 ∗ 𝛉𝐢𝐩                            (4) 

 . iL  و i+1L  للفتحتين وهي معادلة العزوم الثلاث  
 
للحمولات الخارجية لكل فتحة   pM  العزم   رسم مخطط يتم  في المعادلة السابقة    𝛉𝐢𝐩مثال  الأ  لحسابو 

 وباعتبار أن:   , (9)اً كما في  الشكل  بسيط  اً جائز  هاباعتبار من فتحات الجائز على حدة  
i+1, A iA  مساحة مخطط العزم  pM   في الجائز    المؤثرة  للحمولات الخارجيةLi+1 وLi   . 
i+1, C iC    مركز ثقل المساحةi+1A  و iA. 

ia    بعد مركز ثقل مخطط المساحةiA   1عن المسند-i . 
i+1b    بعد مركز ثقل مخطط المساحةi+1A    عن المسندi+1 . 
 iy    ,i+1y   عزم القوى الواحدية الترتيب من مخطط Mi    المساحة  المقابل لمركز ثقلi+1A  , iA. 
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 جائز ال ؤثر على  لماالحمولة الخارجية  :  (a-9الشكل )

 
 باعتبار الحمولة الخارجية تؤثر على جائز بسيط   Mpمخطط   :  (b-9الشكل )

 
 للعزم الواحدي مخطط العزم  :  (c-9الشكل )

 يكون: (  3وباستخدام العلاقة )
θip = ∫ Mi.

Mp

E.I
.

s
ds = Ac ∗ Yc ∗

1

EI
= Ai ∗ ai

li
∗

1

EIi
+ Ai+1 ∗ bi+1

li+1
∗

1

EIi+1
               

 ( يكون:4وبالتعويض في العلاقة ) 
𝒍𝒊

𝑬𝑰𝒊
∗ 𝑿𝒊−𝟏 + 𝟐 ∗ (

𝒍𝒊

𝑬𝑰𝒊
+

𝒍𝒊+𝟏

𝑬𝑰𝒊+𝟏
) ∗ 𝑿𝒊 +

𝒍𝒊+𝟏

𝑬𝑰𝒊+𝟏
∗ 𝑿𝒊+𝟏 = −𝟔 ∗ [𝐀𝐢 ∗ 𝐚𝐢

𝐥𝐢
∗

𝟏

𝐄𝐈𝐢
+

𝐀𝐢+𝟏 ∗ 𝐛𝐢+𝟏
𝐥𝐢+𝟏

∗
𝟏

𝐄𝐈𝐢+𝟏
]                                                                                                                          (5) 

كما في الشكل   C( بــ  i+1)  المسند و   Bبـ  (  i)والمسند    Aبـ    (i-1د )ر يتم تسمية المسنولتبسيط الأمو 
 ( حيث:10)

 
 (10الشكل )

• 𝑀𝐴 = 𝑋𝑖−1  ,   𝑙𝐴𝐵 = 𝑙𝑖   ,   𝑀𝐵 = 𝑋𝑖    ,   𝑙𝐵𝐶 = 𝑙𝑖+1   ,  𝑀𝐶 = 𝑋𝑖+1 
• - 𝐴𝐵    مساحة مخطط العزم للفتحةAB -  𝐶𝐴   بعد مركز ثقل مخطط𝐴𝐴𝐵  عن المسندA . 
• - 𝐵𝐶  مساحة مخطط العزم للفتحةBC -  𝐶𝐶   بعد مركز ثقل مخطط𝐴𝐵𝐶  عن المسندC  . 
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 ثابتة على طول الجائز نحصل على:   Eوباعتبار قيمة   (5)العلاقة  وبتبديل الرموز في  
 

(6)      𝑴𝑨 .
𝒍𝑨𝑩

𝑰𝑨𝑩
+ 𝟐. 𝑴𝑩 (

𝒍𝑨𝑩

𝑰𝑨𝑩
+

𝒍𝑩𝑪

𝑰𝑩𝑪
) + 𝑴𝑪 .

𝒍𝑩𝑪

𝑰𝑩𝑪
= −𝟔 (

𝑨𝐀𝐁

𝐈𝐀𝐁
.

𝑪𝐀

𝒍𝐀𝐁
+

𝑨𝐁𝐂

𝐈𝐁𝐂
.

𝑪𝐂

𝒍𝐁𝐂
) 

باستخدام مساحة مخططات العزوم وب عد مراكز ثقلها    ABLو    BCLلفتحتين  ل  وهي معادلة العزوم الثلاث
 عن المساند.

من    ABCو   AABحيث     تؤخذ  أو  يدوياً  )تحسب  أشكال   (1الجدول  بعض  مساحات  يعرض  الذي 
 مخططات العزوم وبعد مراكز ثقلها عن المساند.

𝑩                                        :أنو بفرض   = 𝑨𝐁𝐂.
𝑪𝐂

𝒍𝐁𝐂
            ,    𝑨 = 𝑨𝐀𝐁 .

𝑪𝐀

𝒍𝐀𝐁
  

 تصبح المعادلة السابقة بالشكل:
 
    𝑴𝑨 .

𝒍𝑨𝑩

𝑰𝑨𝑩
+ 𝟐. 𝑴𝑩 (

𝒍𝑨𝑩

𝑰𝑨𝑩
+

𝒍𝑩𝑪

𝑰𝑩𝑪
) + 𝑴𝑪 .

𝒍𝑩𝑪

𝑰𝑩𝑪
= −𝟔 ∗ (

𝐀

𝑰𝑨𝑩
+

𝐁

𝑰𝑩𝑪
)                 (7)  

 
  (.معادلة كلابيرون )أو ما يسمى    الصيغة العامة لمعادلة العزوم الثلاث وهي  

 . وفقاً لشكل الحمولة الخارجية  (2)جدول  ال في     Bو   A القيم  وتعطى 
 

 ذلك كما يلي:و دون الرجوع إلى الجداول  بشكل مباشر و    Bو   Aقيم   إلا أنه يمكن حساب
رسم ي  ثم   ,رسم مخطط العزم للجائز المقرر )باعتبار كل فتحة منه تعمل كجائز بسيط بعد التقرير(يتم 

الذي تم الحصول عليه آنفاً )أي نعتبر مخطط العزم   حمل بمقلوب مخطط العزمي  الجائز مرة ثانية و 
 اعتبار: و ب, (11)  في الشكلكحمولة خارجية( كما  

- AAB   مخطط العزم للفتحة     مقلوب  مساحةAB  - CA   بعد مركز ثقل مخططAAB   عن المسندA . 
- ABC   مخطط العزم للفتحة    مقلوب  مساحةBC - CC   بعد مركز ثقل مخططABC  عن المسندC . 

 .أشكال  لبعض  (1)  جدول ال تحسب يدوياً أو تؤخذ من    ABCو   AABحيث 
A    في المسند  رد الفعل الناتجB  لفتحة  ا  عن حمولةAB  باعتبارها جائز مقررمخطط العزم    مقلوبب . 
B    في المسند  رد الفعل الناتجB  لفتحة  ا  عن حمولةBC باعتبارها جائز مقررمخطط العزم  مقلوب  ب. 
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 مقلوب مخطط العزم   (11الشكل )

 للصفر يكون:    مساوٍ   (A)حول المسند  𝑙𝐴𝐵 وبأخذ مجموع العزوم في الفتحة 
∑ 𝑀𝐴 = 0 ⇒    𝐴. 𝑙𝐴𝐵+(−𝐴𝐴𝐵). 𝐶𝐴 = 0 ⇒    𝐴 = 𝐴𝐴𝐵.

𝐶𝐴

𝑙𝐴𝐵
  

 للصفر فيكون:    مساوٍ   𝑙𝐵𝐶في الفتحة    (C)حول المسندوبالمثل فإن مجموع العزوم 
∑ 𝑀𝐶 = 0 ⇒   𝐵. 𝑙𝐵𝐶 + (− 𝐴𝐵𝐶). 𝐶𝐶 = 0 ⇒     𝐵 = 𝐴𝐵𝐶 .

𝐶𝐶

𝑙𝐵𝐶
  

 وردت سابقاً. وهي نفس القيم التي  
محملة بحمولة موزعة بانتظام كما في  ABالفتحة  أن مثلًا نعتبر  (2ول )دبعض قيم الجمن  وللتحقق

 يكون : ف  Aونحسب قيمة رد الفعل    (12)  الشكل

 
 : الحمولات الخارجية (a-12الشكل )

 
 PM: مخطط العزم  (b-12الشكل )

 
 العزم : الجائز محمل بمقلوب مخطط  (c-12الشكل )

 
𝐴𝐴𝐵                  :ساحة مخطط العزمم =

2

3
.

𝑞𝑙𝐴𝐵
2   

8
. 𝑙𝐴𝐵 =

𝑞.𝑙𝐴𝐵
3

12
   

∑ 𝑀𝐴 = 0 ⇒    𝐴. 𝑙𝐴𝐵 +
−𝑞.𝑙𝐴𝐵

3

12
. (𝐶𝐴 =

𝑙𝐴𝐵

2
) = 0   ⇒    𝐴 =

𝑞.𝑙𝐴𝐵
3

24
  

 (.1)  في الجدول  الموجودة وهي القيمة نفسها  
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الجائز بالتتالي, فمثلًا إذا كان الجائز مكوناً  معادلة العزوم الثلاث على فتحات  بق  طت أثناء الحل يتم  
فتحاته   معادلة علىالتطبيق  الحل بفيتم    A, B, C, D, E, F  من أربع فتحات ويستنداً على المساند

  حيث  C, MBM وتكون المجاهيل  C, B, Aنطبق المعادلة أولًا على الفتحتين  التالي:    وفق الترتيب
=0AM    الفحتين على  المعادلة  نطبق  ثم  للحل  الأولى  المعادلة  على  وتكون   B, C, Dفنحصل 

C, D ,ونحصل على المعادلة الثانية ثم نطبق المعادلة على الفحتين  D, MC, MBMالمجاهيل هنا 
E  وتكون المجاهيل هنا EM, D, MCM   ونحصل على المعادلة الثالثة ثم نطبق المعادلة على الفحتين 

, E, FD  وتكون المجاهيل هنا F, MDM    0=وتكونFM   ونحصل على المعادلة الرابعة للحل وبهذا
نكون قد حصلنا على أربع معادلات بأربعة مجاهيل )هي العزوم في المساند الوسطية للجائز( وبحلها  

 نحصل على عزوم المساند في الجائز.
 

ملاحظة: يمكن تطبيق معادلة العزوم الثلاث لحساب تأثير التغيرات الحرارية و هبوط المساند في 
 ئز المستمرة غير المقررة وسنترك هذا لمقال لاحق.الجوا

 ***************** 
 

 مخططات العزوم وبعد مراكز ثقلها عن المساند.   أشكال  ( مساحات بعض 1الجدول )
𝑴𝑨.

𝒍𝑨𝑩

𝑰𝑨𝑩
+ 𝟐. 𝑴𝑩 (

𝒍𝑨𝑩

𝑰𝑨𝑩
+

𝒍𝑩𝑪

𝑰𝑩𝑪
) + 𝑴𝑪.

𝒍𝑩𝑪

𝑰𝑩𝑪
= −𝟔 (

𝑨𝐀𝐁

𝐈𝐀𝐁
.

𝑪𝐀

𝒍𝐀𝐁
+

𝑨𝐁𝐂

𝐈𝐁𝐂
.

𝑪𝐂

𝒍𝐁𝐂
)  

مساحة  
مخطط  
 العزم

سل  الجائز مخطط العزم 
تسل

 

مساحة  
مخطط  
 العزم

سل  الجائز مخطط العزم 
تسل

 

𝑴. 𝑳

𝟐
 

  

5 𝒒𝑳𝟑

𝟏𝟐
 

  

1 

𝟎 

  

6 𝑷𝑳𝟐

𝟖
 

 

2.5 

 

2 

𝑴

𝐋
. (𝒂 − 𝒃) 

  

7 𝑷. 𝒂. 𝒃

𝟐
 

  

3 

𝑷𝑳𝟐

𝟔
 

  

8 𝒒𝑳𝟑

𝟐𝟒
 

  

4 



 Syrian Arab Republicالعربية السورية                                                         الجمهورية

 Al-wataniya Private Universityحماة                                          –الجامعة الوطنية الخاصة 

10 

 

 المستخدمة في معادلة العزوم الثلاثة لبعض حالات التحميل الممكنة:    Bو    A(: قيم  2الجدول )
𝑴𝑨.

𝒍𝑨𝑩

𝑰𝑨𝑩
+ 𝟐. 𝑴𝑩 (

𝒍𝑨𝑩

𝑰𝑨𝑩
+

𝒍𝑩𝑪

𝑰𝑩𝑪
) + 𝑴𝑪.

𝒍𝑩𝑪

𝑰𝑩𝑪
== −𝟔 ∗ (

𝐀

𝑰𝑨𝑩
+

𝐁

𝑰𝑩𝑪
) 

   𝒑.𝜷

𝟔.𝒍𝑩𝑪

. (𝒍𝑩𝑪
𝟐 − 𝜷𝟐)   :*)10 

 𝑴

𝒍𝑨𝑩
𝟐 . [𝟐. 𝜶𝟑 − 𝜷𝟐. (𝟑. 𝛂 + 𝛃)]   :*)13 

 𝑴

𝒍𝑩𝑪
𝟐 . [𝜶𝟐. (𝟑. 𝛂 + 𝛃) − 𝟐. 𝜷𝟑]   :*)14 

 
 
 
 
 
 
 
 

B A حالة التحميل N B A حالة التحميل N 
𝒑𝒍𝑩𝑪

𝟐

𝟏𝟔
  0 

 
8 0 𝑞𝑙𝐴𝐵

3

24
  

 
1 

0 
𝒑.𝜶

𝟔.𝒍𝑨𝑩

. (𝒍𝑨𝑩
𝟐 −

𝜶𝟐)   
9 𝒒𝒍𝑩𝑪

𝟑

𝟐𝟒
  0 

 
2 

*)10 0 
 

10 0 𝟕𝒒𝒍𝑨𝑩
𝟑

𝟑𝟔𝟎
  

 
3 

0 𝑴.𝒍𝑨𝑩

𝟐𝟒
  

 
11 𝟕𝒒𝒍𝑩𝑪

𝟑

𝟑𝟔𝟎
  0 

 
4 

𝑴.𝒍𝑩𝑪

𝟐𝟒
  0  

 
12 0 𝒒𝒍𝑨𝑩

𝟑

𝟒𝟓
  

 
5 

0 *)13 
 

13 𝒒𝒍𝑩𝑪
𝟑

𝟒𝟓
  0 

 
6 

*)14 0 
 

14 0 𝒑𝒍𝑨𝑩
𝟐

𝟏𝟔
  

 
7 
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 :عامة أمثلة . 3
في ليكن الجائز المبين  :  1-3مثال  

 الشكل التالي:
 M   العزم  و المطلوب رسم مخطط 

 تحت تأثير الأحمال الخارجية. 
 

ب الأولى  بطريقتين  المثال  العزوماتباع  سنحل  مخططات  استخدام  ثوابت    طريقة  باستخدام  والثانية 
 .الجداول

بتطبيق معادلة العزوم الثلاث باستخدام مساحة مخططات العزوم وبعد مراكز ثقلها    :الحل  :3-1-1
 عن المساند 

 : (6)انظر العلاقة    العزوم الثلاث في هذه الحالة هيالصيغة العامة لمعادلة  
 

𝐌𝐀.
𝒍𝐀𝐁

𝐄. 𝐈𝐀𝐁
+ 𝟐. 𝐌𝐁 (

𝒍𝐀𝐁

𝐄. 𝐈𝐀𝐁
+

𝒍𝐁𝐂

𝐄. 𝐈𝐁𝐂
) + 𝐌𝐂.

𝒍𝐁𝐂

𝐄. 𝐈𝐁𝐂
= −𝟔 (

𝑨𝐀𝐁

𝐄. 𝐈𝐀𝐁
.

𝑪𝐀

𝒍𝐀𝐁
+

𝑨𝐁𝐂

𝐄. 𝐈𝐁𝐂
.

𝑪𝐂

𝒍𝐁𝐂
) 

 
وعطالته  A-0AL = 0  طوله A-0Aنحول الوثاقة إلى مجاز نقرر الجائز بوضع مفاصل فوق المساند و 

نهائية   الظفر  ثم    A-A0I=∞  لا  بقيمها  نحذف  عنها  الناتج  والعزم  الخارجية  حمولاته  عن  ونعوض 
 : التالي  الشكل  فيصبح لدينا   Dالمؤثرة على المسند 

 العزم الحاصل في الظفر نتيجة الحمولات الخارجية:قيمة  
𝑀𝐷 =

𝑞𝑙2

2
=

−1∗1.52

2
= −1.125 𝑡. 𝑚  

سالبة لأن العزم يولد شد   𝑀𝐷أن إشارة 
 في الألياف العلوية للجائز. 

 

 
ويكون شكل مخطط العزم للجائز 

تحت تأثير الحمولات الخارجية   المقرر
 هو مبين جانباً.كما  

 تحت تأثير الأحمال الخارجية :M رسم مخطط    -
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  : AB0Aالفتحتين     -
𝑙𝐴𝐵:  لدينا = 8𝑚   ,   𝐼𝐴𝐵 = 2.5 𝐼 

      𝑙𝐴0𝐴 = 0     ,   𝐼𝐴0𝐴 = ∞ 
 شكل مخطط العزم: 

 
𝐴𝑞,𝐴𝐵=

2

3
.

𝑞.𝑙𝐴𝐵
2

8
. 𝑙𝐴𝐵 =

2

3
.

2.82

8
. 8 = 85.333   ,      𝐶𝑞,𝐵 =

𝑙𝐴𝐵

2
=

8

2
= 4 

 وبتطبيق المعادلة نجد: 
0 + 2 (0 +

8

2.5.𝐸𝐼
) 𝑀𝐴 +

8

2.5 𝐸𝐼
. 𝑀𝐵 = −6. (0 +

85.333

2.5𝐸𝐼
.

4

8
)  ⇒  

 
 𝟔. 𝟒 𝑴𝑨 + 𝟑. 𝟐𝑴𝑩 = −𝟏𝟎𝟐. 𝟒…………………………(1) 

  :ABCالفتحتين   -
 لدينا خيارين في التحميل:   Cالمؤثر على المسند   2t.mبالعزم   BCعند تحميل الفتحة  

فيكون تأثيره   BCإما أن نعتبر العزم مؤثر على الفتحة    -
: )الإشارة سالبة كون الشد يحدث في كما هو مبين جانباً 

 الألياف العلوية(
وهنا يكون تأثيره   CDمؤثراً على الفتحة    العزم   نعتبر  أو   -

)الإشارة موجبة كون الشد يحدث في  :في الشكل جانبا  كما  
 الألياف السفلية(

 
 :كما هو مبين   ABCشكل تحميل الجائز    فيكون   BCفي مثالنا هذا سنعتبر العزم مؤثر على الفتحة  و 

 ويكون لدينا:
𝐴𝑞,𝐴𝐵= = 85.333,                 𝐶𝑞,𝐴 = 4 

𝐴𝑃,𝐵𝐶=
1

2
.

𝑃.𝑙𝐵𝐶

4
. 𝑙𝐵𝐶 =  

1

2
.

4∗.6

4
. 6 = 18         

𝐶𝑃,𝑐 =
𝑙𝐵𝐶

2
=

6

2
= 3  

𝐴𝑀,𝐵𝐶 =
1

2
. 𝑀. 𝑙𝐵𝐶 =  

1

2
∗ (−2) ∗ 6 = −6  

𝐶𝑀,𝐶 =
1

3
. 𝑙𝐵𝐶 =

1

3
. 6 = 2  

 نعوض في المعادلة الأساسية:
8

2.5 𝐸𝐼
. 𝑀𝐴 + 2 (

8

2.5 𝐸𝐼
+

6

1.5.𝐸𝐼
) 𝑀𝐵 +

6

1.5 𝐸𝐼
. 𝑀𝑐 = −6. (

85.333

2.5𝐸𝐼
∗

4

8
+

18

1.5𝐸𝐼
∗

3

6
+

−6

1.5𝐸𝐼
∗

2

6
)  
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⇒         𝟑. 𝟐. 𝑴𝑨 + 𝟏𝟒. 𝟒𝑴𝑩 + 𝟒. 𝑴𝒄 = −𝟏𝟑𝟎. 𝟒 … … … … . (𝟐) 
 الحمولات المؤثرة هي:  :BCDالفتحتين   -

( الظفر)العزم المنقول من حمولة    Dالمؤثر على المسند   1.125t.mبالعزم    CDعند تحميل الفتحة 
 التحميل:لدينا خيارين في  

في المعادلة ونهمل    1.125t.mDM=وبالتالي ندخل قيمة    Dالمسند  إما أن نعتبر العزم مؤثر على    -
 0DM=  يجب ادخالمباشرة وبالتالي    CD. أو نعتبر العزم مؤثر على الفتحة  CDتأثيره على الفتحة 

  . في المعادلة
المسألة وفق الخيار الأول   سنتابع حل

(=1.125t.mDM  ) :فيكون شكل التحميل كالتالي 
 من الشكل نجد: 

𝐴𝑃,𝐵𝐶=
1

2
.

𝑃.𝑙𝐵𝐶

4
. 𝑙𝐵𝐶 =

1

2
.

4∗.6

4
. 6 = 18     

𝐶𝑃,𝐵 =
𝑙𝐵𝐶

2
=

6

2
= 3 

𝐴𝑀,𝐵𝐶=
1

2
. 𝑀. 𝑙𝐵𝐶 =

1

2
∗ (−2) ∗ 6 = −6  ,               𝐶𝑀,𝐵 =

2

3
. 𝑙𝐵𝐶 =

2

3
. 6 = 4 

 الأساسية:نعوض في المعادلة  
6

1.5 𝐸𝐼
. 𝑀𝐵 + 2 (

6

1.5 𝐸𝐼
+

4

1𝐸𝐼
) 𝑀𝐶 +

4

1 𝐸𝐼
. (𝑀𝐷 = −1.125) = −6. (

18

1.5𝐸𝐼
∗

3

6
+

−6

1.5𝐸𝐼
∗

4

6
)   ⇒ 

𝟒. 𝑴𝑩 + 𝟏𝟔 𝑴𝒄 = −𝟏𝟓. 𝟓 … … … (𝟑)  
لنحل وفق الخيار الثاني فيكون شكل التحميل 

 من الشكل نجد: ,  كالتالي
𝐴𝑃,𝐵𝐶=

1

2
.

𝑃.𝑙𝐵𝐶

4
. 𝑙𝐵𝐶 =

1

2
.

4∗.6

4
. 6 = 18      

𝐶𝑃,𝐵 =
𝑙𝐵𝐶

2
=

6

2
= 3 

𝐴𝑀,𝐵𝐶=
1

2
. 𝑀. 𝑙𝐵𝐶 =

1

2
∗ (−2) ∗ 6 = −6   

   𝐶𝑀,𝐷 =
2

3
. 𝑙𝐵𝐶 =

2

3
. 6 = 4 

𝐴𝑀,𝐶𝐷 =
−1.125∗.4

2
= −2.25     ,                           𝐶𝑀,𝐵 =

𝑙𝐶𝐷

3
=

4

3
= 1.333 

 نعوض في المعادلة الأساسية:
6

1.5 𝐸𝐼
. 𝑀𝐵 + 2 (

6

1.5 𝐸𝐼
+

4

1𝐸𝐼
) 𝑀𝐶 +

4

1 𝐸𝐼
. (𝑀𝐷 = 0) = −6. (

18

1.5𝐸𝐼
∗

3

6
+

−6

1.5𝐸𝐼
∗

4

6
+

−2.25

1𝐸𝐼
∗

1.333

4
) ⇒ 

𝟒. 𝑴𝑩 + 𝟏𝟔 𝑴𝒄 = −𝟏𝟓. 𝟓 … … … (𝟑)  
 ( نجد :3( و )2( و )1بحل المعادلات الثلاث )

𝑴𝑨 = −𝟏𝟐. 𝟖𝟎𝟖 𝒕. 𝒎,          𝑴𝑩 = −𝟔. 𝟑𝟖𝟑 𝒕. 𝒎 ,          𝑴𝒄 = +𝟎. 𝟔𝟐𝟕 𝒕. 𝒎     
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م و مجموع قيم العز   يكون   أنمتوازنة يجب    Cحتى تكون العقدة 
  للصفر وبالتالي يكون:ساوٍ م  هاعند

∑ 𝑀𝐶 = 0 ⇒  𝑀𝐶𝐵 + (𝑀𝐶𝐷 = 0627) − 2 = 0   
 ⇒    𝑀𝐶𝐵 = +1.373𝑡. 𝑚 

 
 : بالشكل التالي  النهائي للجائز تحت تأثير الحمولات الخارجية  و يكون مخطط العزم

 
 
 باستخدام الجداول: بتطبيق معادلة العزوم الثلاث    :الحل:  3-1-2

 : (7)انظر العلاقة    الصيغة العامة لمعادلة العزوم الثلاث في هذه الحالة هي
𝒍𝑨𝟎𝑨

𝑬. 𝑰𝑨𝟎𝑨
. 𝑴𝑨𝟎 + 𝟐. (

𝒍𝑨𝟎𝑨

𝑬. 𝑰𝑨𝟎𝑨
+

𝒍𝑨𝑩

𝑬. 𝑰𝑨𝑩
) . 𝑴𝑨 +

𝒍𝑨𝑩

𝑬. 𝑰𝑨𝑩
. 𝑴𝑩 = −𝟔. (

𝑨

𝑬. 𝑰𝑨𝟎𝑨
+

𝑩

𝑬. 𝑰𝑨𝑩
) 

وعطالته  A-0AL = 0  طوله A-0Aنحول الوثاقة إلى مجاز نقرر الجائز بوضع مفاصل فوق المساند و 
نهائية   الظفر  ثم    A-A0I=∞  لا  بقيمها  نحذف  عنها  الناتج  والعزم  الخارجية  حمولاته  عن  ونعوض 

 : التالي  الشكل  فيصبح لدينا   Dالمؤثرة على المسند 
 العزم الحاصل في الظفر نتيجة الحمولات الخارجية:قيمة  

𝑀𝐷 =
𝑞𝑙2

2
=

−1∗1.52

2
= −1.125 𝑡. 𝑚  

 سالبة لأن العزم يولد شد في الألياف العلوية للجائز.  𝑀𝐷أن إشارة 

 
 
 تحت تأثير الأحمال الخارجية :M رسم مخطط    -
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 : AB0Aالفتحتين     -
𝑙𝐴𝐵:  لدينا = 8𝑚    ,𝐼𝐴𝐵 = 2.5 𝐼 

      𝑙𝐴0𝐴 = 0        ,𝐼𝐴0𝐴 = ∞ 
 هي كما في الشكل جانباً.  الحمولات المؤثرة 

𝐵                       :نجد  (2)   جدولال من   = −𝑞𝐴𝐵
𝑙3

𝐴𝐵

24
=

2. 83

24
= 42.667     ,𝐴 = 0     

 نعوض بالمعادلة الأساسية نجد : 
0 + 2 (0 +

8

2.5.𝐸𝐼
) 𝑀𝐴 +

8

2.5 𝐸𝐼
. 𝑀𝐵 = −6. (0 +

42.667

2.5𝐸𝐼
)  ⇒  

𝟔. 𝟒 𝑴𝑨 + 𝟑. 𝟐𝑴𝑩 = −𝟏𝟎𝟐. 𝟒…………………………(1) 
 : ABCالفتحتين   -
 الحمولات المؤثرة مبينة في الشكل التالي  

𝑙𝐵𝐶ولدينا:   = 6𝑚 , 𝐼𝐵𝐶 = 1.5 𝐼      𝑙𝐴𝐵 = 8𝑚 ,

𝐼𝐴𝐵 = 2.5 𝐼           
( 2ومن الجدول )   A-Bمن تحميل الفتحة    : ABالفتحة  

 نجد: 
𝐴 = 𝑞𝑖

𝑙𝑖

4

3
=

2.  83

24
= 42.667    ,     𝐵 = 0   

  :BCالفتحة  
 ( نجد: 2بالقوة المركزة ومن الجدول ) BCمن تحميل الفتحة  

𝐴 = 0     ,      𝐵 =
𝑃𝑖+1 .𝑙2

𝑖+1

16
=

4.  62

16
= 9     

المؤثر على المسند   2t.mبالعزم    BCوعند تحميل الفتحة  
C   :لدينا خيارين في التحميل 
فيكون تأثيره   BCإما أن نعتبر العزم مؤثر على الفتحة    -

 بالشكل التالي:  
 لإشارة سالبة كون الشد يحدث في الألياف العلوية()ا  
وهنا يكون تأثيره كما   CDمؤثراً على الفتحة    العزم   أو نعتبر  -

  هو مبين جانباً.
 )الإشارة موجبة كون الشد يحدث في الألياف السفلية(

 
 فيكون:  BCفي مثالنا هذا سنعتبر العزم مؤثر على الفتحة  
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ويكون شكل مخطط 

 ومقلوبه كما يلي:العزم  
 
 

    A=0                                                     ويكون لدينا:                          
∑ 𝑀𝐶 = 0  ⇒  𝐵. 6 + (𝐴𝐵𝐶 =

+2∗6

2
) ∗ 

6

3
  ⇒     𝐵 = −2                                                                                            

 نعوض في المعادلة الأساسية:
8

2.5 𝐸𝐼
. 𝑀𝐴 + 2 (

8

2.5 𝐸𝐼
+

6

1.5.𝐸𝐼
) 𝑀𝐵 +

6

1.5 𝐸𝐼
. 𝑀𝑐 = −6(

42.667

2.5𝐸𝐼
+

9

1.5𝐸𝐼
+

−2

1.5𝐸𝐼
)   ⇒ 

𝟑. 𝟐. 𝑴𝑨 + 𝟏𝟒. 𝟒𝑴𝑩 + 𝟒. 𝑴𝒄 = −𝟏𝟑𝟎. 𝟒 … … … … . (𝟐) 
 الحمولات المؤثرة هي:  :BCDالفتحتين   -

𝑙𝐴𝐵 = 6𝑚  ,    𝐼𝐴𝐵 = 1.5𝐼    
   𝑙𝐵𝐶 = 4𝑚   ,   𝐼𝐵𝐶 = 1𝐼      

   

:BC الفتحة 
( نجد:      1من الجدول )و القوة المركزة    من تأثير -   

 𝐴 =
𝑃𝑖+1 .𝑙2

𝑖+1

16
=

4.  62

16
= 9 ,   𝐵 = 0     

 
تأثيره على الفتحة حيث أ خذ    CDعلى الفتحة  C)هنا نهمل تأثير عزم المسند  تأثير العزم:  من    -

BC  .) :ويكون شكل مخطط العزم ومقلوبه كما هو مبين 

       
∑ 𝑀𝐵 = 0  ⇒  𝐴. 6 +

+2∗6

2
∗ 

2∗6

3
  ⇒      𝐴 = −4    ,                        𝐵 = 0  

 نعوض في المعادلة الأساسية:
6

1.5 𝐸𝐼
. 𝑀𝐵 + 2 (

6

1.5 𝐸𝐼
+

4

1.𝐸𝐼
) 𝑀𝐶 +

4

1 𝐸𝐼
. (−1.125) = −6(

9

1.5𝐸𝐼
+

−4

1.5𝐸𝐼
+ 0) ⇒   
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 4𝑀𝐵 + 16. 𝑀𝑐 − 4.5 = −20   ⇒     
𝟒. 𝑴𝑩 + 𝟏𝟔 𝑴𝒄 = −𝟏𝟓. 𝟓 … … … (𝟑)  

 ( نجد :3( و )2( و )1بحل المعادلات الثلاث )
𝑴𝑨 = −𝟏𝟐. 𝟖𝟎𝟖 𝒕. 𝒎,          𝑴𝑩 = −𝟔. 𝟑𝟖𝟑 𝒕. 𝒎 ,          𝑴𝒄 = +𝟎. 𝟔𝟐𝟕 𝒕. 𝒎     

 
أن يكون مجموع قيم العزوم متوازنة يجب    Cحتى تكون العقدة 

 عندها مساوٍ للصفر وبالتالي يكون:
∑ 𝑀𝐶 = 0 ⇒  𝑀𝐶𝐵 + (𝑀𝐶𝐷 = 0627) − 2 = 0   

⇒    𝑀𝐶𝐵 = +1.373𝑡. 𝑚 
 

 : ويكون مخطط العزم بالشكل التالي
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